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关于液体 自由体积理论的

非简谐振子模型
关

孙久勋
(电子科技大学应用物理系

,

成都 61 0 0 5 4)

摘要 采用对格位求和 的方法较严格地推导了液体 自由体积理论 的非简谐振子模

型
.

计算的液体正常沸点比 LJ D 理论有较大改进
,

只取简谐近似的 自由体积比 LJ D

理论相应的表达 式约小 5 倍
,

表明 LJ D 理论 的等几率平均在计算某些物理量 时有较

大误差
.

此方法便于考虑低温液体的量子效应和推广到更普遍 的势函数情形
.

关键词 自由体积 非简谐振子 格位求和 正常沸点

自由体积理论最初是 由 L en na
r d

一

Jon
e S 和 De vo ns hi re (LJ D )提出

,

用来将液体的热力学性

质与分子间力相联系〔
‘〕

.

此理论假定液体中的分子都有一个较 固定的位 置
,

每一个分子都在

由周围高度对称排列的分子所构成的笼子中运动
.

完整的 LJ D 理论是非常复杂的
,

不便于工程应用
.

文献「2〕根据液体和稠密气体的结 构

特点对 LJ D 理论进行简化
,

导 出了笼子 中的分子做小振幅振动 (非 简谐近似 )下 的热力学性

质
.

但文献仁2」的推导作 了两次近似
,

首先其 出发点是 LJ D 理论
,

而 LJ D 理论在计算笼子周围

的分子对中心分子的作用时
,

认为笼子周 围的分子围绕笼子所在球面做等几率运动 (等几率平

均 ); 其二是在 LJ D 理论基础上再作小振幅展开
.

所以对某些热力学性质的计算误差较大
.

目前关于液体 已有采用量子理论进行研究的工作
,

但这类研究仍需利用液体分子 间的相

互作用势 函数
,

有 的工作试图用量子化学从头计算法确立势函数的形式
,

但遗憾的是迄今对大

部分体系还未能建立 比较理想的势 函数模型〔
3 〕

.

并且量子理论虽较严密
,

但相 当复杂而不便

于工程应用
,

一般可作为对其他模型方法进行检验和修正的依据
.

因此采用一些较为简化 的

势函数
,

在一定 的结构模型基础上计算液体 的热力学性质仍是很重要的课题
.

自由体积理论

是这类模型方法的代表
.

目前 自由体积理论的各种修正模型已 被广泛地用 于液体川
、

玻璃

体阎等体系热力学性质的工程计算
,

进一步改进和推广这一理论对于扩大其应用范围和提高

其计算精度具有很大的理论价值和实际意义
.

文献「6
,

7〕用微扰理论研究了分子间相互作用为负幂势
,

并计人一阶非简谐修正时面心立

方和体心立方晶体的热力学性质
.

文献「8 」用微扰理论研究了计人非简谐效应时 LJ 晶体的自

由能
.

文献〔9
,

1川用变分法研究 了普遍化非简谐近似下 LJ 系统 的 自由能
.

文献仁1 1」则用

19 9 7
一

0 8
一

2 2 收稿
,

19 9 8
一

0 6
一

0 2 收修改稿
* 电子科技大学青年科学基金资助项 目
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W
e e ks

一

Ch an dl er
一

An der ~ (W CA )高温展开微扰理论的线性近似 研究 了 LJ 流体的热力学性

质
.

这些理论研究都同 M o n te Ca
rlo (M C )或分子动力学 (为江))计算机模拟 的结果进行 了比

较
,

符合情况 良好
.

但计算机模拟也是一种模型方法
,

并不能完全代表实际体系
,

因此上述理

论研究在实际应用方面仍具有一定 的局限性
.

文献〔2 〕对 LJ D 理论 的热力学 函数进行二阶非

简谐展开导出了适用于液体的简化方程
.

但迄今为止尚未见到在 自由体积理论下对分子的势

能函数做非简谐展开研究体系热力学性质的工作
.

本文采用对格位求和的方法
,

将分子的势能函数展开到二阶非简谐项
,

对 自由体积理论的

非简谐振子模型作了较严格的推导
.

文内计算的液体正常沸点比文献「2 」的结果有较大改进
,

对 12 种常见气体计算的正常沸点总平均误差由 7
,

2 % 减小为 4
.

6 %
,

最大相对误差 由 22
.

2 %

减小为 1 5
.

6 %
,

正常沸点与相互作用特性温度 日,
(其定义见后 )之 比值的平均值几乎与实验值

完全符合
.

本文只取简谐近似的自由体积 比文献「2」相应的表达式约小 5 钡
,

表明等几率平均

在计算某些物理量时有较大误差
.

本文方法便于考虑低温液体的量子效应和推广到更普遍的

势函数情形
.

1 自由体积理论和非简谐振子模型的基本公式

令 U 为液体中所有分子的总相互作用能
,

则 U 可以表示为

u 一
U0

+

乙 [
。
(
r 、
) 一

。
(o )」

,

(i )

其中 U 。是全部分子都处于笼子 中心时系统的总势能
, u
(
r 、
)是第 i 个分子偏离中心位移为

; *

时具有的势能
,

〔
u
(
r、
)一

u
(0 )〕就是第 i个分子从中心运动到离中心

; 、
处时势能的改变

.

由文献「1
,

2]
,

自由体积定义为

vf 一

丁
二

二p {一 〔
·
(
·
)一 (0 )〕、 T }d

· ,

(2 )

其中
v 是粒子所在原胞体积

.

每个粒子的 自由能 f 可按下式计算
:

(o ) 一 、T rl + In , (T ) +

兽In

乙

卫匹述丛工\
: 1 _ _

.

:

h Z
/ 丁

“ ‘

叮 」 (3 )U
1一2

一一f

式中 j (T )为分子的内部运动配分函数
,

产 为分子质量
.

设分子之间的相互作用势为
。
(r)

,

则 u(
r *
)可以表示为

。
(
; *
) 一 艺

。
( . 卫、 一 r * . )

其 中 R ij是分子全都处于笼子中心时
,

第 i 和第 J 分子之间的距离
.

大
,

将上式在笼子中心
; * = o 的附近展开 [lz 〕:

(4 )

设分子偏离中心的距离不

u
(
r
) 一

u
(o ) + , u

(
r
)⋯

, _ 。
·

r + 1 ~ ,

下
~ V ~ 况 L r )
乙

_ _ _

2
.

土 。 3
_

_

,
_ _

、

。 一
I 了 , v 倪 、 I

一

I
r = U O

_ ·

r 3 十
r = U

六
, ‘U

(
·
’

1 一 ;

万二 V 况 L r )
O

{
, 一 。

·

八
· · · ·

一
(0)

+

告
, 2 “

(
·
)⋯

; 一 。
·

rz+

}
, 一 。

·

。: · , +

六
甲 ‘U

(
·
)⋯

, 一 。

一 (5 )

上面第 2 行是考虑到在平衡位置处势能函数的一阶导数为零
,

并采用球对称近似和略去高次

项 (非简谐近似 )而得到的
.

式中
。:

是径 向单位矢
.
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将 (5) 式代人 (2) 式
,

由于 r 的三次方和 四次方项可 以看成是小量
,

对相应的指数 函数展

开
,

仅保留一次项得

, Z u
(
r
)⋯

; _ 。
·

e : r 3 - 1

2 4 kT

: 乞(
;
)⋯

; _ 。
·

r ‘

勺 2 ·
(
·
){

r 一 。

一 {
4一 d ·

(6 )

洲.二
�

走
一厂O

11一
7龙

一2

一一

�

|江xP
产

l
e

一一vf

(6) 式中对
: 的积分限约为「o

,

鲁)
, 。
为液体分子 间的最近邻距离

.

由于被积函数 为 Ga
u ss

、“ 产
‘

” ’ ‘

勺
‘

目 ‘ . ‘ 、

刀
’
卜 一 ‘ “ “ LU ’

2 /
’ ‘ “ ‘ ’

叭
『
下 / ‘

”
” 曰 ‘

~ 一
’ ‘

一
’
刊

’

~
“

一
l/

’

~ ~ “ 一 -

一
型

,

如果指数内的函数在积分上限处的取值大于一个大的正数
,

则积分限就可 以近似取为〔O
,

co )
,

而对结果不会有任何影响
.

这里令

1 一 。 , 、
I / a \2 _ , , , 、

二去二 甲
乙 u ( r ) }

_ ·

1苦 】 > 6
,

( 7 )
Z kT

’

” 、 ’ 广 } r = 0 \Z j
/ 一 ’

上式将给出非简谐振子模型适用 的温度和密度范 围
.

在 ( 7) 式的条件下
,

求出 (6) 式 的积分并代入 ( 3) 式可以求出

f = f0 + f l + 几
,

( 8 )

其中 f0 是只取简谐近似时的 自由能
‘

刊日川
(0 ) 一 kT

1 + Inj ( T ) 十

号
‘n 2匹述丛工、

,

鱼
1_
「

气 l 一
「 ~ 1 1 1 1

h
‘

2 之 一L

2 兀k T
( 9 )U

r一2

、.产、,少

0
曰

l
, .�
J

l
子

‘、
/

r、

f
l 和 几 分别是 (5) 式中的三次方项和 四次方项对 自由能的一阶修正

:

厂 。 _ L , , 门 3忍
2 。 : , 、

{ {

一
}

, 1 一

平
v 一 u 、r ’}

, 一 。
’

“·

}甲
Z u

(
r
) l

一

⋯
‘ } r = 0 二

5 一 ‘ , 、

{ r
J Z = 万不飞 V

’

u 气r ) {
_

l
J 乙双 l r = U ‘

2 兀k T 飞2

2)3)=封5)+(1(lA(1(1户

势函数为 U 势的非简谐振子模型

下面取液体分子间的相互作用势为 L~ ar d
一

Jon es (LJ )势
:

r z
_ 补 、 12 2

_ 关 、6
,

￡、r ) = ‘O 曰 一丁 J 一 乙 l下了 1 }
,

一

L \ r / \ r / 习

则 u (0) 可 以表示为 [ 2
,

“〕

「
‘

/ r 关

\12 _ / r 关

\6 ]
,

「
.

/ V
关

\4 一 / V
关

\2 1
u 气U ) = 洗0 }八 I尸厂 l 一 D I 一二, l }= 了1 }八 I

,

下7 1 一 0 1下下
~

l }
,

一 L \ 倪 / \ 己 / J L \ v / \ v / J

其中
z 为配位数

,

A 和 B 为结构常数
,

V 为每个分子的体积
.

对面心立方结构
, z = 12

,

1
.

0 1 1
,

B = 2
.

4 09
,

而

A
‘

= 二。 ,

v
‘

一 (
: ‘

)
”牙涯

V = 护 / 泥
.

令 R ij 一 (戈
,

几
,

Zij )
, r = ( x ‘ ,

夕, , z 、
)

, s = {R 。 一
r * l= [ ( X ij 一 x ,

)
2 + (几

一 夕*

( z,j 一 z ,
)“」

‘左
,

则可以证明 [ ’2〕

甲子
。
(

r *
) = 艺甲子

。
( 一R ij r ‘ l) = 一

「日2 日2 刁2 〕
》 } 一 - -丈 十 - 一下 +

一, - 又 陌 r
公
、 二

留 L刁x 蓄 如幸 儿钊
一 、 “ ’
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_
尸 , 2 , 。 气 。

_

_
尸 z

_ _ 关 、 14 2
_ _ 关 \ 8 ,

\
、 { 二二一 .

生 竺 1 / 、 ‘ U \
、

! , , , 了 , 、 厂八 了 T 、 }

自 [刁
: 2 卞 ‘ 刁:

」
E 、万’ 一

万万舜自L
‘J ‘

、丁 /
一 。U

气丁 / 」

于是

二 2 , 、 一 旬 又 , r
, 。 。

V ; U 气r ‘少 一
,
、

= 万一二只万 /
才 } I J ‘

一 r = U 了 丫
八
、‘

一
l

\ , / 少护 蔽 -

:

「c (‘
一 匕 \ “

式)
’4 一 6。

(瓮)
8

卜
’4 一 D

(专)
8

卜备[
e

(号)
‘ 一 D

(号)
2

」

J

刀夕尹,r.l、、、气.口月了

同理可证

? “u
(
;
)

6 A
关

(
-

)
5

V
关

\5
.

e ,
= 二二一一

一

丫Z V

甲 4 。
(
r
)⋯

, 一 。
2 4 A

关

泛
a V

C 2
V

关

V
D 2

· D I

(号)
’

(号)
’

{
,

(1 6 )

(1 7 )

(1 8 )

其中

13 2
.

6
,

D =

309
.

0 3
,

D l

1 0 0 3
.

5
,

D Z

63
.

6
,

= 8 3
.

2 7
,

= 14 3
.

6 2

(1 9 )

二==CCC

丁
、

|

因此

A
关

「
‘

/ V
关

\4 _ / V
朴

\2 〕
,

_
产n = 一二一 }

」

马 l
一二戒厂 I 一 月 l

es 二不厂 】 }一 戈 1

乙 L \ V / \ V / J

1 十 ,nj (T ) +
一

寻I
n

‘

、、、了,/
nUJI今白勺‘‘

、

了口、

~ / V
关

\4

七 l 一二兀厂 l
\ V /

(碧
(号)

2

T
乙代

3一2
+kT ln (泥 v ) 一

3
,

~
,

下丁龙1 lfl
乙

2兀k T

A
关

f
l

一 。

叫黔
‘左

CCC
111

军军
一 D

、、

VVVVV

、 一 , 5 、T

(兴)(V 关

CCC 222 V
,,

一 D ZZZ

VVVVVVVVV

相应地
,

方程 (7 )化为

T <

单⋯2 {军 )
‘ 一

{军 )
2

1
.

左 [ \ V / \ v / J

(2 2 )

(2 3 )

由上式可见
,

对于通常密度下 的液体 v、 v
‘ ,

本文模型适用的温度 T < 1 5 。。/k ; 并且密度越

高适用温度也越高
,

相对地说
,

对于密度和温度满足方程 (23 )的高温高压下的液体
,

本 文模型

也可适用
.

女口略去 f
, ,

九
,

即只取简谐近似
,

则由热力学关系 尸
一 (共)

,

可以求出状态方程为
\口 v / T

P V A
关

f, ‘

/ V
关

\4 _ / V
关

\2 〕
兀下二 = 兀不二 }乙了1 1 一二下

一
l 一 匕 l 一下不, 】 }十

左 1 戈I L \ V / \ V / J
~ / V

赞

\2 _

七 l ee 二厂 I 一 」少

\ V /

(2 4 )
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对于低压
,

可以令 尸 = 0
,

并计算体积和温度的关系 [z]
.

令

/ V
关

\2

1
. es 毒万二 l = l 十 O

,

\ V /
(2 5 )

代人方程 (2 4 )
,

并仅保留 △的一次项
,

可 以求出

, , ,
kT

1
.

1 一 乙J
.

J 尸 , 丁

A
”

2
·

3 + 3 7
·

‘

箫

~ / V
朴

\2

只又 l , 二, 1 =
\ V /

3
·

‘ + “
·

6

笋
2

·

3 十 37
·

‘

箫
(2 6 )

3 结果和讨论

表 1 给出了用本文公式
,

采用文献【2 」的方法对 12 种常见气体正常沸点的计算结果
,

表中

同时列出实验数据和用文献「2」的公式计算出的结果作为对照
.

由表 1 可见
,

本文结果 比文献

仁2〕从 LJ D 理论作小振幅展开得到 的结果有较 大改进
,

总平均误差 由 7
.

2 % 减小 为 4
.

6 %
,

最

大相对误差 由 22
.

2 % 减小为 巧
.

6 %
.

值得注意的是
,

本文计算出正常沸点 几 与相互作用特

性温度日
,
(=

。。/k )之 比值 (几旧
,
)的平均值为 0

.

743 4
,

用文献仁2 」的公式计算 的平均值为

0
.

78 7 4
,

而实验值的平均值为 0
.

7 39 7
,

很显然
,

本文结果与实验值更为符合
.

由此可以近似

~ _
_

3 ~
、

二 ~ ~ 、一一一~ ~
, 、

觉 一一 ~ 一 ~ ~ 一、 一
、r

_ , , 八 _
取 几‘于日

; ,

通常密度下本文模型适用的温度范围可表示为 T < 20 几
.

4 ~ 玉 ’

一
‘’‘

~ ~ ” ~
’

八 ~ ~
声 ’J 曰 ,

~ ~
飞
以 ~

语

~
‘ j ’

/ , ‘ 、 ~ ” ‘ 。
’

表 1 二阶非简谐近似下计算的正常沸点(几 )与特性温度鸟(= 。。/k )的比值(几 / 日了)

物质 实验 tZ〕

0
.

6 9 8 6

0
.

7 6 4 0

0
.

7 3 0 4

0
.

8 1 6 5

0
.

8 1 3 4

0 7 6 6 8

文献 [2 〕

0
.

8 5 3 4

0
.

8 2 3 6

0
.

7 7 6 4

0
.

7 9 9 6

0
.

8 1 5 5

0
.

7 8 9 8

本文

0 8 0 7 6

0
.

7 7 9 7

0
.

7 3 2 4

0
.

7 5 4 9

0
.

7 7 0 3

0
.

7 4 5 2

物质

空气

实验 [2 ]

0
.

8 0 9 4

0
.

7 5 3 7

0
.

6 5 5 1

0
.

7 6 0 7

0
.

6 6 9 7

0
.

6 3 8 5

文献 [2〕

0
.

8 1 5 4

0
.

7 8 6 6

0
.

7 3 2 2

0
.

7 9 8 6

0
.

7 3 8 1

0
.

7 2 0 1

本文

0
.

77 0 3

0
.

74 2 3

0
.

6 9 0 1

0
.

7 5 3 9

0
.

6 9 5 7

0
.

6 7 8 7

CO讯CS’几ClzBrz氏NeAr

从q

如果将方程 (5) 取简谐近似
,

并与谐振子势 函数相比较
:

l
,

,

U 气r 少 二
.

下丁 陀。r 一

乙

1
, 月

, ,

= 万产又斗扩 岁-

可以求出笼子中心的分子在平衡位置附近做简谐振动的劲度系数 k
。

和振动频率
, :

,
。
一 4、。

一
: 2 ·

(
·
)一

r 一 。
、
攀 [

2 2

(号!
‘ 一 1。

(号)
2
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(2 7 ,

此结果比文献「2 」相应 的表达式约大 6 仅
,

振动频率则大拓狈
.

同时由方程 (6) 只取简谐近似

导出的自由体积 vf 比文献〔2」的表达式小 3乃 (七5 )钡
.

这表明 LJ D 理论的等几率平均将导

致某些物理量的计算出现较大误差
.

本文方法更为合理地反映了液体分子间力与热力学性质

的联系
.

并且由本文公式出发采用 Ei ns t d n 模 型或 De bye 模型
,

还可研究低温液体的量子效

应
.

对于液体分子间的相互作用势取如下普遍化 LJ 势的情形 三

, 、 _ ￡o 「 / r 妊

\m / r 关

\
”

e 戈r / 一

—
} n l

—
l 一 m l

—
J

m 一 儿 ‘ \ r / 、 r /
(2 8 )
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采用本文方法仍可研究其热力学性质
,

但采用 LJ D 方法就难以进行研究
.
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